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Великая Теорема Ферма

Суть представленного доказательства ВТФ: 

Если равенство Ферма существует, то в счислении с простым основанием n>2 предпоследние цифры в числах 1n, 2n,... (n-1)n равны 0 и, следовательно, двузначное окончание числа S=1n+2n+…+(n-1)n равно сумме арифметической прогрессии S'=1+2+…+(n-1), т.е числу d0, где цифра d не равна нулю, что противоречит непосредственному вычислению окончания числа S (оно равно 00, что видно из группировки слагаемых в сумме S в пары: S=[1n+(n-1)n]+[2n +(n-2)n] +...).

* * *

Простые леммы из теории счисления с простым основанием (см. ПРИЛОЖЕНИЕ): 

N.B.! Все числа во всех текстах (и в леммах, и в доказательстве ВТФ) записаны в системе счисления с простым основанием n>2 и натуральные числа A, B, C (с последними цифрами a, b, c, где a не равна нулю) являются взаимно простыми.

L.1. В таблице умножения ag (g=1, 2, … n-1) последние цифры не повторяются. 

L.2. Для любой положительной цифры d и любой заданной положительной цифры e существует такая цифра g, что число dg оканчивается на цифру e.

L.3. Вторая (от конца) цифра числа A не участвует в формировании 2-значного окончания числа An (что видно из бинома Ньютона An=(Dn+a)n=En2+an).

L.4. Если в числе A цифра a=1, то 2-значное окончание числа Akn, где k>0, равно 01.
L.5. Если число A+B кратно n, то число R в равенстве An +Bn =(A+B)R делится на n и не делится на n2. 

L.6. Число an оканчивается на цифру a (одна из форм малой теоремы Ферма).

Известно (с 17 в.), что в равенстве Ферма

1°) An +Bn =Cn, или (C-B)P+(C-A)Q=(A+B)R 
L.7. те из чисел P, Q, R, которые не кратны n, есть n-е степени: P=pn, Q=qn, R=rn, где 
L.8. каждое основание p, q, r оканчивается на цифру 1.

L.9. Если P, Q или R кратно n, то первый сомножитель C-B, C-A или A+B делится на n2.   

L.10. Свойства L.7 и L.9 не меняются при умножении равенства 1° на gnnn (0>g>n).

* * *

Доказательство ВТФ 

Возьмем предполагаемое решение (A, B, C) уравнения 

1°) An+Bn=Cn и оставим в основаниях A, B, C лишь последние цифры a, b, c.

Тогда, согласно Лемме L.3, по двузначным окончаниям существует равенства 

2°) an+bn=bn и, следовательно, cn-bn=(c-b)(p')n, cn-an=(c-a)(q')n, an+bn=(a+b)(r')n (mod n2), 

где a, b, c есть однозначные числа, основания p', q', r' (для P, Q, R, которые являются степенями) оканчиваются на цифру 1 (см. L.8) и сомножители (p')n, (q')n, (r')n оканчиваются на 01 (см. L.4). Следовательно, равенства 2° могут быть записаны в виде:
3°) cn-bn=c-b, cn-an=c-a, an+bn=a+b, (mod n2).
Если же какое-либо из чисел C-B, C-A или A+B делится на n, то даже в случае n=3 оно делится также на n2 (см. L.5) и соответствующее ему равенство в 3° остается верным также в этом случае. Но из системы равенств 3° мы легко находим:

4°) an=a, bn=b, bn=c (mod n2), т.е. предпоследние цифры в степенях an, bn, bn равны нулю, которые, заметим, не меняются и после почленного умножения равенства 1° на любое однозначное число g в степени n3 (см. L.10). Это означает, что у каждой степени 1n, 2n,... (n-1)n предпоследние цифры равны нулю.

И теперь, вычисляя двузначное окончание числа S=1n+2n+…+(n-1)n двумя способами – а) по формуле арифметической прогрессии, суммируя лишь последние цифры (ибо предпоследние равны нулю), и б) с помощью бинома Ньютона, группируя слагаемые в пары [1n+(n-1)n]+[2n +(n-2)n] +..., мы получаем РАЗНЫЕ вторые цифры в числе S: в первом случае – (n-1)/2, во втором – ноль. И мы пришли к противоречию.

Таким образом, ВТФ доказана.

* * *

ПРИЛОЖЕНИЕ

Простые леммы из теории счисления с простым основанием: 

N.B.! Все числа во всех текстах (и в леммах, и в доказательстве ВТФ) записаны в системе счисления с простым основанием n>2 и натуральные числа A, B, C (с последними цифрами a, b, c, где a не равна нулю) являются взаимно простыми.

L.1. В таблице умножения ag (g=1, 2, … n-1) последние цифры не повторяются.

Допустим обратное: и ag, и ad оканчиваются на цифру e. Но тогда число ag-ad=a(g-d), где и 0<a<n, и 0<g-d<n, делится на простое n, что, очевидно, невозможно.

L.2. Для любой положительной цифры d и любой заданной положительной цифры e существует такая цифра g, что число dg оканчивается на цифру e.

Прямое следствие из Леммы 1.

L.3. Вторая (от конца) цифра числа A не участвует в формировании 2-значного окончания числа An. Действительно, представив число A в виде A=Dn+1, мы находим: An=(Dn+a)n=En2+an. И мы видим, что вторая цифра в числе A, равная последним цифрам d и e чисел D и E, в числе An участвует в формировании лишь третьей (от конца) цифры.

L.4. Если в числе A цифра a=1, то 2-значное окончание числа Akn, где k>0, равно 01.
Действительно, представив число A в виде A=Dn+1, мы находим: Akn=[(Dn+1)n]k=(En2+1)k=Fn2+1.

L.5. Если число A+B кратно n, то число R в равенстве An +Bn =(A+B)R делится на n и не делится на n2. 

После группировки членов многочлена R (известного вида) в пары слагаемых, равноотстоящих от его концов, мы получаем сумму (n-1)/2 пар и еще одного элемента:
R=[An-1+Bn-1]+AB[An-3}+Bn-3]+…+A(n-2)/2 *B(n-2)/2 *[An-3+Bn-3]+A(n-1)/2B(n-1)/2.
Затем сумму квадратов внутри каждых квадратных скобок и дополняем (и тут же компенсируем противоположным числом) до квадрата разности степеней. После перегруппировки членов мы получаем (n-1)/2 пар слагаемых, кратных (A-B)2, и еще (n-1)/2 равных равных между собой компенсирующих чисел A(n-1)/2B(n-1)/2, что вместе с единственным членом A(n-1)/2B(n-1)/2 дает нам сумму nA(n-1)/2B(n-1)/2. В итоге сомножитель R представим в виде: 

R=D(A-B)2+nA(n-1)/2B(n-1)/2. 

И мы видим, что если A-B делится на n, то число R не делится на n2. 

L.6. Число an оканчивается на цифру a (одна из форм малой теоремы Ферма).

Поскольку число an-1 оканчивается на цифру 1, то число aan-1 оканчивается на цифру a.
Известно (с 17 в.), что в равенстве Ферма

1°) An +Bn =Cn, или (C-B )P+(C-A)Q=(A+B )R 
L.7. те из чисел P, Q, R, которые не кратны n, есть n-е степени: P=pn, Q=qn, R=rn.
Из представления числа R=D(A-B )2+nA(n-1)/2B(n-1)/2, не кратного n, в равенстве An-Bn=(A-B )R (см. L.5, в конце) видно, что числа A-B и R являются взаимно простыми. Таким образом, каждое простое основание числа An-Bn (равного Cn) входит либо в A-B, либо в R, причем в степени, кратной n. 

L.8. каждое основание p, q, r (для P, Q, R являющихся степенями) оканчивается на цифру 1.

Действительно, пусть AB(A-B) не кратно n. Тогда равенство An-Bn=(A-B )X по последним цифрам a, b, x имеет вид: a-b=(a-b)x (mod n), откуда (a-b)(x-1)=0 (mod n) и, следовательно, x=1. Но если степени pn, qn, rn оканчиваются на цифру 1, то и их основания – p, q, r – оканчиваются на цифру 1 (в противном случае они оканчиваются на другую цифру). Но если основания p, q, r оканчиваются на 1, то их степени pn, qn, rn, оканчиваются на 01 (см. L.4).

[L.8a. Каждый простой сомножитель (за исключением, может быть, единственного n) чисел P, Q, R оканчивается на цифру 1, т.е. имеет вид m=dn+1.

Допустим, что R в равенстве An-Bn=(A-B)R содержит простой сомножитель m=d+1, где d не делится на n. Число (Anx-Bnx), где nx=dy+1 и (x,y) есть решение диофантова уравнения nx-dy=1, делится на m. И тогда в системе счисления с простым основанием m числа Anx-1 и Bnx-1 оканчиваются на цифру 1. И, следовательно, число A-B делится на m, а число R не делится.]

L.9. Если P, Q или R кратно n, то первый сомножитель C-B, C-A или A+B делится на n2. 

Действительно, если, например, число B кратно n, то даже в наихудшем случае – n=3 –число Bn делится на n3 и из трех сомножителей n один и только один принадлежит числу P в равенстве Bn=Cn-An=(C-A)P. А остальные как минимум два сомножителя n входят в состав числа C-A.

L.10. Свойства L.7 и L.9 не меняются при умножении равенства 1° на gnnn (0>g>n).

Действительно, после почленного умножения равенства 1° на gnnn мы имеем: 

(Agnn)n+(Bgnn)n=(Cgnn)n, или (Cgnn-Bgnn)Pgnn(n-1)+(Cgnn-Agnn)Qgnn(n-1)=(Agnn+Bgnn)Rgnn(n-1) и [(C-B)gnn][(pg)n(n-1)]n+[(C-A)gnn][(qg)nn(n-1)]n=[(A+B)gnn][(rg)(n-1)]n, или A'n +B'n =C'n, или 

(C'-B')P'+(C'-A')Q'=(A'+B')R', где двузначные окончания чисел A', B', C' являются двузначными окончаниями степеней a'n, b'n, c'n, а числа p', q', r' равны числам p, q, r, умноженным на число g(n-1)n с двузначным окончанием 01. Следовательно, двузначные окончания чисел P', Q', R', не кратных n, в равенствах cn-bn=(c-b)P', cn-an=(c-a)Q', an+bn=(a+b)R' (mod n2) равны 01.

* * *
Блок-схема доказательства ВТФ.

Поскольку в системе счисления с простым основанием n>2 двузначное окончание степени есть однозначная функция лишь последней цифры, то по двузначным окончаниям равенство An+Bn=Cn  (1°) имеет вид 

2°) cn-bn=(c-b)P', cn-an=(c-a)Q', an+bn=(a+b)R' (mod n2) где a, b, c – последние цифры чисел A, B, C и двузначные окончания чисел P', Q', R', не кратные n, равны 01 (это возможно ТОЛЬКО в равенстве Ферма); а если P', Q' или R' кратно n, то первый сомножитель (выражение в скобках) делится на n2 даже при n=3, и в любом случае из равенств

3°) cn-bn=(c-b), cn-an=(c-a), an+bn=(a+b), (mod n2) мы находим
4°) an=a, bn=b, cn=c (mod n2). 

Это означает, что предпоследние цифры в степенях an, bn, cn равны нулю. Этот факт не меняется и после почленного умножения равенства 1° на любое однозначное число g в степени n3. Таким образом, у каждой степени 1n, 2n, … (n-1)n предпоследние цифры равны нулю.

И теперь, вычисляя двузначное окончание числа S=1n+2n+…+(n-1)n двумя способами мы получаем РАЗНЫЕ вторые цифры в числе S.

